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A Group Theoretical Method for Calculating Overlaps of HFB States

Overlaps of Hartree-Fock-Bogoljubov states occurring in modified HFB theories (e. g. projected
HFB) are calculated using group theoretical methods. For this purpose the Bogoliubov-Valatin
transformation is generalized. The resulting nonunitary transformation leaves the Fermi commuta-
tion relations invariant, but the characteristic property of the creation and annihilation operators,
namely that they are hermitean conjugate to each other, is lost. A suitable factorization of the new
transformation is derived, which also applies to the unitary Bogoliubov-Valatin transformation but
the structure of which is completely different from the well-known Bloch-Messiah decomposition.
Furthermore, the relation between various representations of the HFB state vector is clarified.

1. Einleitung

Bei der Formulierung von Naherungsverfahren,
die sich im Rahmen der Hartree-Fock-Bogoljubov
(HFB)-Theorie !: 2 bewegen oder auf der HFB-Theo-
rie aufbauen, entsteht das Problem, Uberlappinte-
grale zwischen verschiedenen HFB-Zustanden expli-
zit zu berechnen. Der HFB-Theorie haftet der Man-
gel an, dal} die HFB-Zustandsfunktionen Invarianz-
prinzipien verletzen. Sie sind i. allg. keine Eigen-
funktionen der den Symmetrien des Hamilton-Ope-
rators entsprechenden Konstanten der Bewegung,
auch dann nicht, wenn das HFB-Variationsprinzip
unter der Nebenbedingung durchgefiinrt wird, dal}
die Mittel- bzw. Erwartungswerte der betreffenden
Operatoren (Teilchenzahl, Impuls, Drehimpuls, Iso-
spin) fest vorgegebene Werte annehmen. Um aber
die theoretischen Ergebnisse in moglichst vielen De-
tails mit den Experimenten vergleichen zu konnen,
mull man die Symmetrieverletzungen wieder teil-
weise oder ganz aufheben. Hierbei sind verschiedene
Gesichtspunkte moglich. Dementsprechend sind auch
verschiedene Verfahren entwickelt worden. Fiir eine
systematische Diskussion der Methoden zur Behe-
bung der Symmetrieverletzungen und der entspre-
chenden Erweiterungen des HFB-Variationsverfah-
rens sei auf Ref. ? verwiesen. Die meisten Verfahren
machen in irgendeiner Form von der Projektions-
methode Gebrauch, die darin bestent, die Zustands-
funktionen auf Eigenfunktionen mit ,,guten‘ Quan-
tenzahlen zu projizieren. Die projizierten Zustinde
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erweisen sich dabei als Superpositionen von HFB-
Zustinden, die durch gewisse Transformationen aus
dem urspriinglich vorgegebenen Zustand hervorge-
hen. Zum Beispiel werden bei der Projektion der
HFB-Wellenfunktion | @) auf eine feste Teilchenzahl
(die Verletzung der Teilchenzahlinvarianz ist gerade
fir HFB charakteristisch) HFB-Zustinde | @) =
(7)) iiberlagert, die durch die Eichtransformation
¢;"—¢;" e7 " der Partikelerzeugungsoperatoren aus
' @) hervorgehen 2 3, In der HFB-Theorie der defor-
mierten Kerne * 3 geschieht die Projektion der ,,de-
formierten* Losung | @) auf einen bestimmten J-
Wert dadurch, dall HFB-Zustinde | @") = | &(a, B, 7))
superponiert werden, die durch ,,Drehung* von | @)
erzeugt werden. Es ist somit klar, dafl im Rahmen
einer entsprechend modifizierten HFB-Theorie Ma-
trixelemente (sogen. Uberlappintegrale bzw. Uber-
lappfunktionen) der Form (@’ | @) und (®" |H| ®)
berechnet werden miissen.

Ein Nédherungsverfahren zur Berticksichtigung von
Quasipartikelkorrelationen, welches sich auf die HFB-
Theorie griindet (HFB entspricht dem Bild freier
unabhingiger Quasipartikel), ist die sogen. Quasi-
partikel - Random - Phase - Approximation (QRPA).
Diese 146t sich im Rahmen eines allgemeineren Va-
riationsprinzips unter Verwendung der Methode der
..generator coordinates ableiten 7. Hierbei bedeu-
tet die Versuchswellenfunktion ebenfalls eine Linear-
kombination von HFB-Zustinden, die im Gegensatz
zum Vorigen keine Projektion darstellt, sondern bei
der die Gewichtsfunktion (Generatorfunktion) erst
aus dem Variationsprinzip bestimmt wird. Hierbei
treten dhnliche Uberlappintegrale wie die oben er-
wihnten auf.
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Die Hauptschwierigkeit besteht darin, daf3 Uber-
lappintegral (@’ | @) in geschlossener Form zu be-
rechnen. Die Berechnung von (@’ | H!| @) ist dabei
sekundir, da diese in einfacher und tbersichtlicher
Weise auf diejenige von (@’ | @) zuriickgefiihrt wer-
den kann 37, Im Gegensatz zum analogen Problem
bei HF (hier lassen sich die Uberlappfunktionen auf
Grund von Sitzen der Determinantentheorie berech-
nen %), gibt es im Rahmen von HFB keine iibersicht-
liche Verfahren. Man ist auf relativ umstindliche
Prozeduren angewiesen ® 9. Eine allgemeine und ele-
gante Methode hierfiir zu entwickeln, die auf grup-
pentheoretischen Grundlagen beruht, ist das Ziel der
vorliegenden Arbeit.

Die HFB-Zustinde zeichnen sich dadurch aus, daf}
sie sich als Vakuumzustinde von Quasiteilchen inter-
pretieren lassen. Die zugehorigen Quasipartikelope-
ratoren @;* und @; sind Linearkombinationen der
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ¢;* und c;
von realen Teilchen [sogen. Bogoljubov-Valatin-
Transformation (BVT)]. Die Invarianz der Fermi-
Vertauschungsrelationen und die, wie wir im folgen-
den noch sehen werden, nichttriviale Forderung, daf}
sich die Quasipartikeloperatoren wie die Teilchen-
operatoren in Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren, d. h. paarweise zueinander konjugierte Ope-
ratoren einteilen lassen, haben die Unitaritat der
BVT zur Folge. Der BVT kann man einen unitiren
Operator Up= (Ug") ™! im Fock-Raum zuordnen,
mit dem sie sich als Abbildung a;= Uy ¢; Ug™ bzw.
a;" = Uy c;* Ug* im Fock-Raum schreiben lifBt. Hier-
aus folgt unmittelbar, dafi der HFB-Zustand in der
Form | HFB) = Uy | 0) dargestellt werden kann, d. h.
durch die unitdre Transformation mit Uy aus dem
Teilchenvakuum [0) (¢;| 0) = 0) hervorgeht. Die
Gesamtheit der BVT bzw. ihrer Darstellungen Up
bildet eine Gruppe. Das Produkt von zwei unitidren
Operatoren Up angewandt auf |0) ergibt wieder
einen Zustand vom HFB-Typ. Die Gruppe der BVT
ist eine Untergruppe der unitiren Gruppe U(2n)
und erweist sich als unitdrdquivalent zur reellen
orthogonalen Gruppe O (2n, R) 1% 11, Einzelheiten
konnen der Ref. 1! entnommen werden, wo u. a. ein
gruppentheoretischer Beweis der Bloch-Messiah-Zer-
legung 1% zu finden ist. Die Zahl n bedeutet die An-
zahl der Erzeugungsoperatoren c¢;*, welche die Zu-
stinde der zugrunde gelegten Einteilchenbasis re-
prisentieren. Die Beschrinkung auf eine endliche
Anzahl geschieht einerseits in Ubereinstimmung mit
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den numerischen Anwendungen, andererseits zur
Vermeidung mathematischer Schwierigkeiten.

Da Uy ein unitidrer Operator ist, hat dies automa-
tisch zur Folge, da8 |HFB) = Uy | 0) auf 1 normiert
ist. Bei der Formulierung von Niherungsverfahren
verwendet man jedoch meistens nichtnormierte HFB-
Wellenfunktionen, die sich sdmtlich auf die kom-
pakte Form

| HFB) =exp{.’_, T\f Siieiteft }IO) = exp{Tp}|0)
(1.1)

bringen lassen. Dal} diese die allgemeinste Form (bei
Beschrinkung auf gerade Teilchenzahl) darstellt,
wird im Verlauf unserer Untersuchungen klar wer-
den. Die zu berechnenden Uberlappintegrale ( @"| @)
nehmen dann die Form

(D'| D) = (O:exp{?_) :77,']‘CL'CJ'}

i
Xexp{% :E;jcl'+(’j+}“ 0)

)

(1.2)
= {0 ] exp{S(,p}exp-{T(,p} 1 0)

an. Der Zustand (1.1) geht durch eine nichtunitare
Transformation aus |0) hervor. Es stellt sich die
naheliegende Frage, ob sich die BV-Gruppe so er-
weitern liBt, dal auch die Operatoren e’o» und so-
mit die nichtnormierten HFB-Zustéinde miterfalit wer-
den konnen. Dies 1id3t sich in der Tat erreichen, wenn
man die Forderung, nach der die transformierten
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wieder zu-
einander hermitesch konjugiert sein miissen, aufgibt
und nur noch die Invarianz der Fermi-Vertauschungs-
relationen verlangt. Die genauere Diskussion (2. Ab-
schnitt) zeigt, dall die so charakterisierte Gruppe G
linearer Transformationen unitiaridquivalent zur kom-
plexen orthogonalen Gruppe O (2 n, C) ist. Die Dar-
stellung von G im Fock-Raum (3. Abschnitt) durch
nichtunitidre Operatoren enthilt u. a. gerade die Ope-
ratoren e und e’or. Durch diesen Trick konnen
wir zur Berechnung von (1.2) Gruppeneigenschaf-
ten ausniitzen (4. Abschnitt). Hierbei spielt eine ge-
eignete Zerlegung der allgemeinen Transformation
aus G in drei Faktoren eine besondere Rolle, von
denen jeder eine spezielle nichtunitire Transforma-
tion aus G bedeutet. Die Zerlegung gilt auch fiir die
Untergruppe der unitiren BV-Transformationen. Sie
hat gegeniiber der BM-Faktorisierung 1% 11, hei der
jeder einzelne Faktor unitir ist, eine vollig andere
Struktur. Auf Grund dieser Zerlegung ist man aber
in der Lage, iiber die Erweiterung der BV-Gruppe
auch Uberlappintegrale zwischen normierten HFB-
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Zustianden, die durch unitdre Transformationen aus
'0) hervorgehen, explizit zu berechnen.

2. Verallgemeinerung
der Bogoljubov-Valatin-Transformation

Die Gesamtheit der 2 n Operatoren
(2.1)

{eite. ety eiennCn)

bildet einen komplexen linearen Raum L der Dimen-
sion 2 n. Die verallgemeinerte BVT (VBVT) fassen
wir als lineare Abbildung in L auf, die sich, wenn
wir die Operatoren in Spaltenvektoren zusammen-
fassen, in der Form

(6)=a(2): a=(0 %) e

schreiben laft. Dall wir die 2nx 2 n-Transforma-
tionsmatrix mit A~1 ansetzen, erweist sich fiir das
folgende als bequem. Da wir sofort nachweisen, dal}
die Gesamtheit der VBVT eine Gruppe bildet, ist
dies ohne weiteres moglich. Von den Transformatio-
nen (2.2) verlangen wir, daf} sie die Fermi-Vertau-
schungsrelationen invariant lassen. Letztere interpre-
tieren wir als einen symmetrischen Tensor 2. Stufe
in L, den wir in der a-Basis symbolisch darstellen
konnen durch
{ai, aj}, {ai,a;}\ _ (0 1 . iy

<{di,af}, {51'"3:1'}) B (1 0> =fs f=f=17 (23)
Auf die c¢-Basis bezogen hat dieser Tensor, dessen
Komponenten in der Matrix / zusammengefalit sind,
die gleiche Form, d. h. er ist ein numerisch invarian-
ter Tensor. [Konsequenterweise sollte man ¢* durch
¢ ersetzen, da es nur auf die Fermi-Vertauschungs-
relationen bei der erweiterten BV-Gruppe ankommt.
Wir halten aber aus Zweckmaligkeitsgriinden fiir
die c-Operatoren die Bezeichnung (2.1) bei.] Fiir A
(genauer A71) erhalten wir als notwendige und hin-
veichende Bedingung

AfA=f.

Aus dieser Gleichung folgt det A =0, also die Exi-
stenz der inversen Matrix. Somit definiert die Ge-
samtheit der Matrizen 4 mit (2.4) eine Gruppe G,
die wir als verallgemeinerte BV-Gruppe bezeichnen.
Zur Identifikation von G fithren wir analog zur BV-
Gruppe 1% ! mit Hilfe der unitdren Matrix

(2.4)

5=V1§(_1i 1) st=s Ss5-f (28)
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einen Basiswechsel in L durch. Dabei geht der Ten-
sor f in die Einheitsmatrix

f=SiS=1 (2.6)

tiber, wahrend sich fiir die auf die neue Basis be-

zogene VBVT A" =S A S* die Beziehung

A A =1 2.7)
ergibt. Die Gruppe der VBVT ist also unitardqui-
valent bzw. isomorph zur komplexen orthogonalen
Gruppe O (2n,0C).

Zur Untergruppe Gy der unitiren BVT gelangen
wir, wenn wir @;=a;" (bzw. ¢;=¢;*) fordern. Glei-
chung (2.2) schreibt sich in diesem Fall

(&) -3(2)

(den Buchstaben B reservieren wir fiir Elemente aus
Gyp) bzw. in der alternativen Form

(¢)-2(2)
c a )’
Die Multiplikation dieser Gleichung mit f fiihrt, da f

die Vertauschung der Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren in einem Spaltenvektor bewirkt, auf

c at vl

(&)=rm () =rme(%)

Der Vergleich mit (2.8) ergibt fir die BVT die zu-
sitzliche Bedingung !

fBf=B* (2.11)

Zusammen mit (2.4) folgt daraus die Unitaritit der

Matrix B. Wegen Gl. (2.6) ist die Beziehung (2.11)

dquivalent mit der Bedingung, da} die unitirtrans-

formierte BVT B =S BS* reell ist. Damit ist ge-

zeigt, daf} die Untergruppe Gy isomorph zur reellen

orthogonalen Gruppe O (2n, R) ist bzw. eine 2n-

dimensionale unitdre Darstellung derselben bedeu-
tet 1011,

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Fiir A € G machen wir den Exponentialansatz

A=exp{%}. (2.12)
Fir die Matrix X folgt aus Gl. (2.4) die Bedingung
jEf=-%, (2.13)
wodurch die Struktur von X festgelegt ist:
- (j(‘ _;5‘;' ) - Fczj _X,
und X;= —Xj. (2.14)

Aus Gl. (2.13) bzw. der expliziten Form (2.14)

kann man unmittelbar entnehmen, daf}

Spur £=0 (2.15)
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ist, was det A =1 zur Folge hat. Durch den Ansatz
(2.12) haben wir uns also bei den Transformatio-
nen aus G auf die Zusammenhangskomponente G*
der Gruppeneins beschriinkt. Bei den folgenden Be-
trachtungen beziehen wir uns nur auf solche Trans-
formationen aus G, die sich in der Form (2.12)
Da G eine nichtkompakte Lie-
Gruppe ist, kann nicht jedes Element aus G* in der

darstellen lassen.

Form (2.12) geschrieben werden, im Gegensatz zur
Kkompakten Untergruppe Gp*! Diese Voraussetzung
wird auch bei den Anwendungen in der HFB-Theo-
rie gemacht und muf} im einzelnen Fall nachgepriift
werden. Wenn A € Gg* ist, gilt fiir die Matrix X in
Gl. (2.12) zusitzlich

{2 =2~ (2.16)

X ist in diesem Falle antihermitesch. Fiir die Unter-
matrizen von X in Gl. (2.14) entstehen dadurch die
weiteren Bedingungen

X*=—X;, und (2.17)

Xy =X,*.

Die Gesamtheit der Matrizen X mit der Eigenschaft
(2.13) bildet die Lie-Algebra von G™.

3. Darstellung der verallgemeinerten BV-Gruppe

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Darstellung
von G* im Fock-Raum zu konstruieren und einen
allgemeinen Ausdruck fiir einen nichtnormierten
HFB-Zustand herzuleiten. Durch die unitire Matrix
Sin Gl. (2.5) werden die 2 n Operatoren

(3.1)

Te= (ert —ck) = Vi

i
V2
als Basis in L eingefiihrt, in der sich die Gruppe G*
mit der bekannten Gruppe S O (2n, C) identifizieren
lafit. Es ist deshalb naheliegend, zur Konstruktion
der Darstellung ebenfalls von den y-Operatoren aus-
zugehen. lThre Vertauschungsrelationen lauten

{yiaylc}zéik; i,k=1,...,2n.

Auf Grund dieser Beziehungen liefern die y-Opera-
toren unmittelbar eine Darstellung der Cliffordschen
Zahlen und damit der von diesen erzeugten Clifford-
schen Algebra. Lelztere spielen aber gerade eine
Rolle bei der Konstruktion der Spin-Darstellungen
der Drehgruppe. Auf Einzelheiten 1> 13 hierzu gehen

(3.2)

wir nicht niher ein, sondern bringen nur soviel, als
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zum Verstindnis des folgenden notwendig ist. Die
Lie-Algebra von S O (2 n, R) wird gebildet von der
Gesamtheit der reellen schiefsymmetrischen 2 n x 2 n-
Matrizen. Fithren wir als Basis die n(2n —1) linear
unabhéngigen Matrizen

Lij=E;j—Ei= — L (3.3)

ein, wobei &;; die Matrix mit den Elementen (&;;) .4
=0;,0;; bezeichnet, so geniigen dieselben den cha-
rakteristischen Relationen

[Lij, L] =00 Ljn — 05 Ligg— 0 Lin+ 6 Ly . (3.4)

Es laft sich nun auf Grund der Antikommutatoren
(3.2) sofort verifizieren, dal} die in den y-Operato-

ren bilinearen Produkte L;; = y;7;= —L;; mit i ]
ebenfalls diesen Relationen gentigen. Das heilit aber,
dal} durch die Operatoren L;; eine Darstellung der
Lie-Algebra von SO (2 n, R), die zur Spin-Darstel-
lung isomorph ist, im Fock-Raum realisiert wird.

Ein beliebiges Element R =3 E R;; L; der Lie-Alge-
0

bra von SO (2n, R) hat somit im Fock-Raum die

Darstellung R, =13 =

Ri;i Lij, wofiir wir in Matrix-

form auch schreiben konnen

P ( R R)(v
Ra=t 07 (R 2)(5)

/

(3.5)

Wegen der Antisymmetrie der Matrix R sind die
n < n-Untermatrizen R; und R antisymmetrisch.
Wir erhalten eine Darstellung der Lie-Algebra von
SO(2n, C), wenn wir fiir die Matrixelemente R;;
komplexe Werte zulassen. Fithren wir wieder unter
Verwendung von Gl. (3.1) die c¢-Operatoren ein, so
gelangen wir zur Darstellung der Lie-Algebra von
G*. Der Ubergang zur Darstellung der Gruppe G*
erfolgt dann durch die Exponentialabbildung. Da-
mit ist jedem Element [ —exp{X} aus G* ein ent-
sprechender Operator

s

 exp £ c) }
o0 B 00

eanY def

= exp

im Fock-Raum zugeordnet. Beschrinkt man sich auf
Transformationen aus G, so erweist sich der Ope-
rator eX» wegen der Antihermizitit der Matrix X
als unitir. Im allgemeinen Fall ist eX» jedoch nicht-
unitar.

Wir zeigen nun, daly die Transformation der Er-
zeugungs- und Vernichtungsoperatoren ¢ und ¢* mit

e¥» (als Abbildung im Fock-Raum) mit der VBVT
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in Gl. (2.2) identisch ist:

(e (2) et () ()
(3.7)

Zum Beweis dieser wichtigen Beziehung differenzie-
ren wir den Spaltenvektor

F) =et %o 5 )e-tTs Fr=0) = (5] (3.8)
nach dem reellen Parameter ¢:
Fie) = et %o| X, (5 )

Der Kommutator lafit sich in geschlossener Form an-

et Xon

(3.9)

geben

(2] == G _E)(E) = -2(2) @ao

und fiir F(¢) folgt damit die Differentialgleichung
(hierbei ist natiirlich auf die Reihenfolge von Ma-
trix und Spaltenvektor zu achten)

F(t) = —XF(@) .

Die Lésung unter Beriicksichtigung der Anfangs-
bedingung (3.8) fiir ¢ =0 lautet

F(t) —exp{ —t X} (( ) .

Setzen wir t=1, so ergibt sich aus dem Vergleich
mit Gl. (3.8) die Beziehung (3.7). Gruppentheore-
tisch gesehen ist der Beweis mittels der ,,Differential-

(3.11)

(3.12)

gleichungsmethode® dquivalent mit dem Beweis von
Gl. (3.7) fur infinitesimale Transformationen mit
anschlieBendem Ubergang (Integration) zu end-
lichen Transformationen. Die Gesamtheit der Opera-
toren e’ ¥ mit variablem Parameter ¢ bildet eine

Abelsche Gruppe.

Durch Spezialisierung des Operators eXo in Gl.
(3.6) erhidlt man die in der Einleitung erwihnten
Operatoren €% und e’r und auf Grund von Gl.
(3.7) die ihnen entsprechenden Transformationen

der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.

Nachdem wir eine Darstellung der Gruppe G* im
Fock-Raum konstruiert haben, ist es nicht schwer,
einen expliziten Ausdruck fiir einen allgemeinen
HFB-Zustand anzugeben. Durch eine VBVT wird
(iber ihre Darstellung im Fock-Raum) eine Abbil-
dung der Zustinde des Fock-Raumes induziert. Man
kann nun unmittelbar verifizieren, dal} der HFB-
Zustand gemil}

|HFB) = eXer | 0) (3.13)
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aus dem Vakuumzustand | 0) der ,,realen* Teilchen
hervorgeht. Aus ¢;|0)= 0 folgt niimlich unter Be-
riicksichtigung von Gl. (3.7)

a;| HFB) = %Xor ¢; e~ Xov eXor

0) =0. (3.14)

Im allgemeinen ist | HFB) in Gl (3.13) kein nor-
mierter Zustand. Nur in dem Fall, da} eXo ein uni-
tirer Operator ist (und dementsprechend einer BVT
aus Gp* korrespondiert), stellt (3.13) einen auf 1
normierten Zustandsvektor dar. In diesem Falle l1aft
sich die Bloch-Messiah-Zerlegung der unitiren BVT
auf e¥o {ibertragen (was auf Grund der Darstel-
lungseigenschaft moglich ist), womit man den An-
schlul an die in der Literatur z. B. Ref. 2% 14 {ib-
lichen Formen fiir | HFB) erhilt. Fiir weitere Ein-
zelheiten hierzu und einen Beweis des BM-Theorems
auf gruppentheoretischer Basis sei auf Ref. ! ver-
wiesen.

Im néchsten Abschnitt wird u. a. gezeigt, daf} der
HFB-Zustand (3.13) auf die Form (1.1) gebracht
werden kann, d. h. dal} letztere immer noch die all-
gemeinste Form fiir einen nichtnormierten HFB-Zu-
standsvektor bedeutet.

4. Faktorisierung der verallgemeinerten
Bogoljubov-Valatin-Transformation und explizite
Berechnung von Uberlappfunktionen

Zur Berechnung des Uberlappintegrals (1.2) lei-
ten wir zunachst einen expliziten Ausdruck fiir den
Wert von

(0] eXer | 0) (4.1)

ab. Dieses Matrixelement bedeutet in gewissem Sinne,
wie wir noch sehen werden, ein Standardiberlapp-
integral, auf das alle in den Anwendungen vorkom-
menden Uberlappfunktionen zuriickgefiihrt werden
konnen. Es ist nun naheliegend, zur Berechnung von
(4.1) die Gruppeneigenschaft der Operatoren e¥or
auszuniitzen und eine geeignete Faktorisierung des
Operators e¥or zu suchen, d.h. den Operator e¥or
in der allgemeinen Form (3.6) als ein Produkt von
speziellen Transformationen darzustellen. Folgender
Ansatz fihrt zum Ziel:

Koo [1 (50 (0 Vi\[c))
= (1 (0 47)(2)

© exp {1) 50 (Vl

[1 (¢ 0 (

" exp |2
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Der Sinn dieser Zerlegung ist unmittelbar einzuse-
hen. Die einzelnen Faktoren sind so geordnet, daf}
der 1. Faktor nur Erzeugungsoperatoren enthilt,
wihrend im 3. Faktor nur Vernichtungsoperatoren
vorkommen. Bei der Bildung des Erwartungswertes
liefert deswegen nur der 2. Faktor einen Beitrag:

0)= (olesp [ (T ) )(5)]10)

(4.3)

(0] %

= (0]exp { 2 (Vy)ieite
ij
-exp{ — 1 Spur V,} = exp{ — 3 Spur V,} .

Um die Untermatrizen V; (i=1, 2, 3) als Funktio-
nen der Untermatrizen von A =exp{X} auszudriik-
ken, verwenden wir die zur Gl. (4.2) analoge Zer-

legung
i ) el )l ) el )
A, A, 0 o 0o —7, ¥, 0
(er+V2e-ﬁV3, Vie-T: (4.4)
- e-V1V, eV )

der VBVT-Matrix A und erhalten fiir die Matrizen

I/i:

V1=—lnf1~4, A4ze‘f"l,
Vo= Ay 4,7, (4.5)
Vo= Ay 14,.

Es zeigt sich also, dall man als Voraussetzung fir
die Giiltigkeit der Zerlegung (4.2) bzw. (4.4) die
Bedingung det 4,40 fordern muf}. Fiir den Wert
des Uberlappintegrals (4.1) ergibt sich somit end-
giiltig der explizite Ausdruck

(0] eXer|0) =exp{4 SpurIn /L}
=exp{3 SpurIn 4,}.

(4.6)

Der Logarithmus der Matrix A (durch die unend-
liche Reihe definiert) kann vermieden werden, wenn
man die Beziehung det A, =exp{ —Spur ¥V} be-
nutzt. Fur (4.6) folgt dann die dquivalente Form

(0] eXor | 0) = V/det Ay . (4.7)

Mit der Zerlegung (4.2) beweist man unmittelbar
die am Ende des 3. Abschnittes aufgestellte Behaup-
tung, die besagt, daf} jeder HFB-Zustand in der
Form (1.1) geschrieben werden kann und letztere
also keine Einschriankung bedeutet. Die Entwicklung
der Exponentialfunktion in dem Ausdruck (1.1) fiir
|HFB) zeigt, dal der HFB-Zustand eine Linear-
kombination von Zustinden mit gerader Teilchen-
zahl darstellt, also nur zur Beschreibung von Viel-

Berechnung von Skalarprodukten zwischen HFB-Zustdanden

kérpersystemen mit gerader Teilchenzahl verwendet
werden kann. Dies erweist sich, wie man leicht aus
der bisherigen Entwicklung erkennt, als eine dirckte
Folge der Beschrinkung auf VBVT bzw. BVT mit
Determinante + 1. Zur Beschreibung von Systemen
mit ungerader Teilchenzahl (,.blocking*‘-Effekt) muf}
man Transformationen mit Determinante — 1 zu-
grunde legen.

Wir kommen zur Berechnung des Uberlappinte-
grals (1.2), das in dieser Form in den Anwendun-
gen am hdaufigsten auftritt. Hierbei verwenden wir
wieder die Gruppen- bzw. Darstellungseigenschaften
der Transformationen. Danach existiert fiir das Pro-
dukt der in Gl. (1.2) vorkommenden Operatoren

eSr und e’ ein Operator X" derart, daB

Sop ¢Top = Xov’ (4.8)

ere

ist. Diesem entspricht die VBVT-Matrix

A=(, 90 1)=0 1)

(4.9)

Nun kénnen wir die Formeln (4.6) bzw. (4.7) be-
nutzen, indem wir an Stelle von e¥or den Operator
e¥" aus Gl. (4.8) einsetzen. Die dazugehorige Un-
termatrix A, entnehmen wir der Gleichung (4.9).
Damit erhilt man fiir das Uberlappintegral (1.2) in
Ubereinstimmung mit Ref. % den geschlossenen

Ausdruck

(0] exp{?g j 1ij Ci ('j} exp{.} lzj Eijet cﬁ} '0)

=exp{3 SpurIn(1+7&)}
= Vdet(1 +5£) .

(4.10)

Der Normierungsfaktor des HFB-Zustandes in der
allgemeinen Form (3.13) 1dBt sich nach demselben
Prinzip berechnen.

Die Faktorisierung (4.2) bzw. (4.4) gilt natiirlich
auch fiir Transformationen aus der Untergruppe Gy,
der unitiren BVT. Dementsprechend bleibt das Er-
gebnis in Gl. (4.6) bzw. (4.7) auch dann giiltig,
wenn X, ein antihermitescher Operator ist. Im Ge-
gensatz zur Bloch-Messiah-Zerlegung 1% 11 der BVT,
bei der jeder einzelne Faktor ein Element aus Gp
ist, d. h. eine unitire Transformation darstellt, sind
bei der Faktorisierung (4.2) die einzelnen Faktoren
nichtunitir. Das gesamte Produkt hingegen besitzt
wieder die Unitarititseigenschaft. Somit kénnen wir
ohne weiteres Uberlappintegrale auch zwischen nor-
mierten HFB-Zustianden (hier ist die ,,unitire* Form
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gemeint) berechnen. Dies ist allerdings, wie wir se-
hen, nur iber den Umweg der verallgemeinerten

BVT moglich.
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Theory of Polaritons in Biaxial Finite Ionic Crystals

A macroscopic theory of polaritons and long optical phonons in biaxial finite ionic crystals is
presented. For the case of a crystal plate it is shown that the dispersion of surface and bulk polari-
tons is determined by a system of nonlinear equations. These equations may be combined to an ex-
plicit dispersion formula only for propagation directions parallel to the principal axes of the dielec-

tric tensor of the crystal.

Einleitung

In letzter Zeit ist die Bestimmung der Dispersions-
kurven von Oberflichenpolaritonen in endlichen
oder halbunendlichen Ionenkristallen (z.B. GaP,
NaCl, CaF,, a-Quarz) durch verhinderte Totalreflek-
tion! in zahlreichen experimentellen Arbeiten be-
handelt worden 2%, Die theoretische Berechnung sol-
cher Dispersionskurven wurde fiir Kristalle kubi-
scher Symmetrie mittels eines makroskopischen An-
satzes von Kliewer und Fuchs "7 und von Englman
und Ruppin 8719, mittels eines mikroskopischen An-
satzes von Lucas ! und von Tong und Maradudin 12
durchgefiihrt. 1970/71 wurden die bisherigen Er-
gebnisse von Ruppin und Englman?!® sowie Mara-
dudin u. a. * zusammengefalit. Dabei zeigt sich, daf}
sich die fir kubische Kristalle gewonnenen explizi-
ten Dispersionsformeln nur fiir Hauptrichtungen
einachsiger oder zweiachsiger Kristallsysteme ver-
allgemeinern lassen. Eine makroskopische Theorie
zur Berechnung der Dispersionskurven fiir beliebige
Richtungen des Phononenwellenvektors scheint je-
doch fiir zweiachsige endliche Kristalle bisher noch

zu fehlen1?. Ziel dieser und folgender Arbeiten ist
es daher, ausgehend von einem makroskopischen
Ansatz, das Dispersionsverhalten in zweiachsigen
endlichen Tonenkristallen allgemein zu untersuchen.

Theorie

Zur Berechnung der Dispersionskurven von Pola-
ritonen in endlichen Kristallen wéhlen wir die in
Abb. 1 dargestellte Geometrie einer kristallinen

z
A
zZ=4a
y
2a - X
z=-a

Abb. 1. Geometrie der Kristallplatte.



